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Con  esta  exposición  elemental  queremos  decir  que  hablar  de  fuerzas  actuando  sobre  superficies 
interiores  de  un  cuerpo  podría parecer  equívoco.  Las  fuerzas  actúan  realmente  sobre  los  propios 
cuerpos y lo hacen bien en las regiones definidas por sus fronteras (cargas o fuerzas aplicadas sobre 














podemos  extenderla,  en  absoluto  al  resto  de  las  superficies  del  cuerpo  señaladas  en  la  figura,  ni 
siquiera a la superficie en contacto con la pared. Sólo podemos asegurar que:  







































actúa  en  un  pequeño  elemento  de  su  superficie  dAoAo  (es  decir,  sobre  los  puntos  del  cuerpo 
contenidos  en  dicha  superficie  infinitesimal),  Figura  1(c),  sobre  el  que  actúa  la  fuerza  F  
perpendicular a dicha superficie, viene dado por 
 , 	 	                              (1) 
y ello es así merced a la distribución regular de  F  sobre dAo, o por asumir la hipótesis corriente de 
que el elemento de superficie es tan pequeño que podemos considerar que  F  no cambia de un punto 
a otro en el elemento. La expresión (1),  , , define lo que se llama  ‘esfuerzo  normal’ ya que  F  






























 , 	                   (2) 
En  relación  con  la Figura 1(a), diremos  finalmente que el hecho de que en  los puntos del  cilindro 





necesariamente  cierto). Pero, dado que  todos  los puntos del  cilindro pertenecen a alguna  sección 
transversal y el esfuerzo en ellos en  la dirección perpendicular a  la mencionada sección  tiene sólo 








los  de  simetría  (cuando  existen)  porque  se  definen  por  las  distribuciones  espaciales  de masa  sin 
atención a  las cargas aplicadas y su distribución. En elasticidad,  los ejes principales de  tensiones o 















punto Po, el esfuerzo normal se define aplicando el límite a la ecuación (1); en éste ( A → P  equivale 
a decir que  A → 0 en un entorno de Po) podemos escribir 
 , 	 lim→ 	                           (3) 
















































Puede  considerarse  el  cilindro  separado  (imaginariamente)  en  tres  partes:  la  rebanada  y  los  dos 
cilindros más pequeños situados a su  izquierda y a su derecha. Cada una de estas tres partes ha de 
mantenerse en equilibrio y  las  fuerzas que actúan sobre  las partes en contacto son  ‘pares’ acción‐
reacción (que, de acuerdo con el principio de acción‐reacción aplicable en mecánica, son fuerzas del 
mismo valor, la misma dirección y sentido opuesto).  
Es  inmediato deducir que  las fuerzas sobre  la rebanada son del mismo valor que  las aplicadas a  las 
bases  del  cilindro  y  distribuidas  homogéneamente  sobre  sus  caras,  Figura  1.1.  Se  dirigen  hacia  la 









































































Fuerzas normales (resultante):   N 	 N  




















F 	N	cos  T	sen 
N	sen  	 T	cos  										





































N 	F 	cos  	
T 	 F sen  	
	                                   (7) 
Advierta que estas ecuaciones definen las proyecciones de F  sobre la normal al plano A y sobre el 
propio plano (direcciones de los vectores N y T). De las ecuaciones (5) y (7), los esfuerzos normales y 




	 cos  																													
 	

	 sen  cos  	 sen 2
	


















T 	 	N    
que con  
 d	cos	    












 , 	 cos 
 	 	 sen 2
	





al  eje  y.  Lo  contrario  para  el  esfuerzo   ,  que  actuando  en  la  dirección  del  eje  y,  es 
perpendicular al eje z. 































































 >0,   >0,    <0,    <0,     >0,     >0,      <0 
mientras que para el inferior 






































De la ecuación (8), el esfuerzo normal máximo,  ,	 á , ocurre para cos  0, esto es, para 
=0 y =180, es decir, para el plano  	de la Figura 1.3. El valor de este esfuerzo es 
 ,	 á 	   
De  la misma ecuación (8), el esfuerzo de corte máximo,  , á , tiene  lugar para sen 2 0, 
esto es para  los planos definidos por  los ángulos =45 y =135. Se trata de planos perpendiculares 
entre sí. El valor de este esfuerzo es  
 , á 	 .  
La relación entre estos esfuerzos máximos viene dada por   




















Para responder a  la pregunta de cómo se  interpreta  la solución n(=)=(=)=0 podemos razonar  lo 
siguiente. La existencia de esfuerzos normales en cualquier plano horizontal implicaría que los planos 
sucesivamente  adyacentes  al  mismo  hacia  el  exterior  del  cilindro  también  tendrían  esfuerzos 
normales, incluso en el plano más exterior (superficie lateral del cilindro); pero esto es incompatible 
con la condición de contorno del cilindro en esta frontera ya que no existen fuerzas externas aplicadas 





































De acuerdo  con el  criterio de  signos  los esfuerzos normales  son  todos de  compresión y por  tanto 




 , 	 cos 
 		 sen 2
	
	                  
i)  ,	 á  , 	 	 .   kP,  
   	 á 	  	 	 	 . 	kP  
La tensión es máxima también en =‐/4, pero negativa.  
ii) En =/6 = 30º:  








n(=3/4) = 	 .  kP, (=3/4)=   .  kP 







































 , á 	 .  kP y  á 	 . 	kP. 
 



























































puntos  (o  ‘partículas’)  del  cuerpo  es  proporcional  a  la  fuerza  aplicada,  ésta  es  la  ley  de  Hooke. 

















contracciones unitarias de valores  (b/b) y  (c/c), ambas proporcionales a a/a. El  coeficiente de 





	                                   (11) 
Los parámetros E and  son suficientes para la completa caracterización del comportamiento elástico 
de  cuerpos  sólidos  homogéneos,  isótropos  y  no  cristalinos  (granulares),  como  los  metálicos, 











































            
  
y asumiendo pequeños desplazamientos, 









































































































1 2 		      
  

















los desplazamientos de  los puntos de  la  superficie exterior en donde  se aplica u   llevan  la misma 
dirección  que  las  fuerzas  aplicadas.  Este  trabajo,  de  valor ∯u V,  entregado  por  las  fuerzas  se 





a  su vez,  se dilata bajo el efecto de  la presión aplicada. Dado que no existen  cambios de energía 



































V a a b b c c a 		ab c ac b bc a   































































 Valores despreciables de , que suponen valores despreciables de    y    frente a    hacen que la 
contracción volumétrica sea prácticamente la asociada a la contracción del lado a, 





















Determinar  las  deformaciones  unitarias,  en  cada  dirección,  de  un  cubo  y  de  un  paralelepípedo 
sometido a  la presión p  en  sus  cuatro  caras verticales, Figura 2.3. Determine  la  relación entre  la 











	   	       

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El primer  ‘módulo’  (E  o E ), asociado a  las direcciones en  las que actúan  las  fuerzas,  relaciona 
deformaciones y fuerzas en una misma dirección (la x o la y); en este sentido responde a la definición 
propia de un módulo elástico; el segundo (E ), sin embargo, relaciona deformaciones en una dirección 





¿Qué  podemos  deducir  del  ‘módulo  de  compresibilidad’  de  este  escenario?  Podríamos  llamarlo 









 2   	    
Usando ahora las relaciones anteriores 






























El  comportamiento  de  un material  homogéneo  e  isótropo  ante  fuerzas  cortantes,  Figura  2.4a,  se 
caracteriza mediante el módulo de corte. El paralelepípedo de  la figura está sometido a una fuerza 
F ,   aplicada  en  la  superficie  superior  del mismo  (a  través  de  un  pequeño  bloque  fijado  a  esta 
superficie) y a  fuerzas aplicadas a su superficie  inferior  (una opuesta a F ,  para  ‘casi’ equilibrar el 
movimiento  horizontal  del  cuerpo) más  un  conjunto  de  fuerzas  verticales  distribuidas  para  ´casi’ 
equilibrar el momento (respecto al centro de masas) que causa el par ‘F , ,F , ’. Decimos ‘casi’ para 
permitir un desequilibrio que dé  lugar a  la pequeña deformación. No existen fuerzas ni en  las caras 
frontales ni en las laterales. Ante esta solicitación el paralelepípedo se inclina un ángulo , una suerte 












determinando  la  fuerza que  actúa  sobre el  lado AB. Dejamos esta  comprobación para el  alumno. 
Usando los resultados del Problema 1.8, con A la superficie de las bases de paralelepípedo, tenemos: 

	 1  		     para la elongación de la diagonal CB  





‘módulo  de  corte  puro’  como  cociente  entre  los  esfuerzos  cortantes    y  ,  ángulo  girado  por 
cualquiera de los lados del paralelepípedo medido respecto de su posición original, Figura 2.4c.  















































		tg  		 ∆    
y, usando los resultados anteriores,  















































       (2.5‐1) 

	                          (2.5‐2) 


































Como  [0,0.5],  el  cociente  
 
  crece  apreciablemente  con    desde  1  hasta  infinito,  el 
pseudomódulo de elasticidad que caracteriza el comportamiento de un material con elongación sin 
contracción  lateral  (de  valor 

 




















para  que  éste  no  sufra  deformación  lateral  en  sentido  vertical.  Encontrar  las  expresiones  de  los 





















                         (2.6‐1) 

	                         (2.6‐2) 









1    	                     (2.6‐4) 

















1 2  	  










los esfuerzos aplicados.  Introduciendo esta relación en  las expresiones  (2.6‐1) y  (2.6‐5), que siguen 
siendo válidas, podemos escribir  

1    c 	 	 1  c         









































                           (2.7‐2) 
La aplicación de un esfuerzo de corte ‘rápido’ a uno de los extremos de una barra de sección transversal 
rectangular produce ondas de corte puras, mientras que  la aplicación de esfuerzos de torsión en el 
extremo de una barra  cilíndrica o  cilindro hueco produce ondas de  corte  torsionales, pero ambas 
tienen  la misma velocidad ya que en su expresión se usa el mismo módulo elástico de corte. Como 






En  las ondas de  compresión o  longitudinales el desplazamiento de  las partículas y  la velocidad de 
propagación de la perturbación tiene la misma dirección espacial. Estas ondas son como las de sonido 
en los gases, líquidos o sólidos. Pero no todas las ondas son de corte o longitudinales; también existen 













































































onda  longitudinal  con  restricción  lateral  (merced  a  la  condición de  contorno de espesor muy alto 










































equilibrio,  fuerzas  iguales  y  opuestas  se  ejercen  en  las  caras  de  la  rebanada  sobre  la  superficie 






















Sobre cada uno de estos  tres planos pueden definirse esfuerzos  (en  torno al punto) a partir de  las 










































































                              (12) 
La primera fila de números, ( ,  ,  ) contiene las componentes del tensor asociadas al plano YOZ 
(dirección OX): el esfuerzo normal,  , y las componentes   y   del esfuerzo de corte; en la primera 
de ellas la fuerza actúa en la dirección OY mientras que en la segunda lo hace en la dirección OZ. De la 
misma forma, la segunda fila ( ,  ,  ) son las componentes asociadas al plano XOZ (dirección OX): 
el esfuerzo normal,  , y las componentes   (con fuerza en la dirección OX) y   (con fuerza en la 




en un punto O, origen del  sistema  cartesiano  S{OXYZ},  todo  lo que necesitamos para obtener  sus 













Demostrar que si conocemos  las componentes del  tensor de esfuerzos en un punto P,  , , , 
































sistema cartesiano ortogonal S’{P X Y Z } cuyos ejes P X , P Y  y P Z  intersectan en el mismo punto 
P ,  las  componentes del  tensor de esfuerzos  , ,  pueden deducirse de  las  componentes de 
 , ,  y de la información relativa a la orientación del segundo sistema respecto del primero (esta 
información podría ser la de los cosenos directores de los vectores unitarios del segundo sistema, o de 
sus ejes, respecto de los unitarios o ejes del primer sistema). La Figura 3.1a muestra los dos sistemas 
(se ha proyectado un punto del eje P X  sobre los ejes P X, P Y y P Z para una mejor visión espacial de 
la figura). 
 
Figura 3.1a. Sistemas S{P XYZ} y S’{P X Y Z } 
Respuesta:  
Buscaremos, en primer lugar, los esfuerzos sobre el plano Y P Z  (perpendicular a la dirección P X ) 
del nuevo sistema S’{P X Y Z }. Tomemos una pequeña pirámide no regular P1ABC, de vértice P1 y base 
el triángulo ABC. Las aristas de la pirámide, lados x, y y z, se eligen de forma que el plano Y P Z  
sea paralelo al plano a que contiene el triángulo ABC, Figura 3.1b.  
 
































La geometría completa de  la pirámide (localización de  los cuatro vértices de  la base, medida de sus 
lados, superficie de sus caras, ángulos, etc.) se deduce bajo esta condición una vez elegido un vértice 
cualquiera de su base ABC.  
A partir de las fuerzas que actúan sobre las caras AP B, BP C y CP A (deducidas como productos de las 





de esfuerzos,  , , :  , , ,  , ,  y  , , . 
Procedamos. Escribiremos en primer lugar las fuerzas que actúan sobre las caras CP B, CP A y AP B 
( 	 ,   	  y  	 ), en términos de las componentes del tensor dado:  
  	 :      S  S  S  
  	 :      S  S  S  
  	 :      S  S  S  
La resultante de estas tres fuerzas es la que actúa sobre la cara ABC hacia fuera,  
	 , vale  	 	 	 	 	  
o bien 
	  S + S  S  S  S  S  S









	 : 	    ,    , 
    
Ahora bien, llamando i’ al vector unitario normal al plano a, tenemos 




de modo que  llevando  la expresión anterior al  límite S 0 (con  la base ABC siempre paralela al 
plano  a),  obtenemos  las  componentes  del  esfuerzo  en  P1  en  un  plano  paralelo  a  a.  Estas 
componentes son: 
 , ,  cos , ′  cos , ′  cos , ′                    (3.1‐2) 
 , ,  cos , ′  cos , ′  cos , ′                                       (3.1‐3) 
 , , 	  cos , ′  cos , ′  cos , ′                   (3.1‐4) 
La simbología empleada trata de explicitar lo más posible el significado de los términos:  , ,  
es la componente del tensor en el sistema S’{P X Y Z }, en el P  y asociada al plano a (cuya normal es 
la dirección del eje X’). En términos matriciales, las expresiones (3.1‐2) a (3.1‐4) se escriben en la forma 





Procediendo de igual forma sobre los planos b y c, paralelos a los planos Z P X  y X P Y  del nuevo 
sistema S’{P X Y Z }, llegaríamos a expresiones similares para las restantes componentes del tensor 
 , , . Las Figuras 3.1c y 3.1d muestran la geometría para estos engorrosos cálculos que dejamos 
como ejercicio para el estudiante.  
 
Figura 3.1c. Pirámide para la determinación de las fuerzas que actúan sobre el plano Z P X   
 






























 , ,  , ,  , ,
 , ,  , ,  , ,
 , ,  , ,  , ,
cos , ′ cos , ′ cos , ′
cos , ′ cos , ′ cos , ′









cos , ′ cos , ′ cos , ′
cos , ′ cos , ′ cos , ′





Adviértase que cos , ′ , cos , ′  y cos , ′  son  las proyecciones de  los vectores  i,  j y k sobre el 
vector i’, cos , ′ , cos , ′  y cos , ′  son las proyecciones de los vectores i, j y k sobre el vector j’, y 





el  cuerpo  podría  estar  sujeto  (tales  como  fuerzas  gravitacionales,  de  inercia…).  Sin  embargo,  la 





















iii)  las  componentes del  tensor para un nuevo  sistema ortogonal  en  el que uno de  sus planos  es 
perpendicular al vector 2j+k,  






cos , 2 cos 90 0  
cos , 2   sen  	1/√5 
cos , 2  =  cos  2/√5 
Así, las componentes buscadas (en términos de los unitarios i, j y k) son: 
























cos , 2 2 	 2/3  
cos , 2 2 	   2/3 
cos , 2 2 	 1/3  
Así, las componentes buscadas (en términos de los unitarios i, j y k) son: 



































cos , ′ cos , ′ cos , ′
cos , ′ cos , ′ cos , ′
cos , ′ cos , ′ cos , ′
1 0 0
0 cos  sen 







0 cos  sen 







0.6 cos  0.1sen  3 cos  0.5sen  0.5 cos  2sen 

















cos , ′ cos , ′ cos , ′
cos , ′ cos , ′ cos , ′



























Sea  , , el tensor de esfuerzos en P  asociado a los planos XP Y, YXZ y YP Z, Figure 3.3. Encontrar 























































que  actúa  sobre  este  plano.  El  equilibrio  de  todas  las  fuerzas  actuantes  sobre  la  cuña  permite 
determinar las componentes OX, OY y OZ de la fuerza Fn. Calculemos en primer lugar la componente 
OX’ de esta fuerza, F  o F , que debe equilibrar las componentes OX’ de las fuerzas sobre 
las otras  cuatro  caras  (ABED, ACFD, ABC  y DEF),  las  cuales pueden expresarse en  términos de  las 







F 	  S  S 	 S  S 	  S  S   
Como F  S , siendo    la componente OX’ del tensor de esfuerzos relacionada con el 
plano , es inmediato verificar que  




,  	cos  ,                   (3.3‐1) 
con 
,  y  ,   los ángulos del versor u con  las direcciones espaciales OY y OZ, respectivamente. 
Generalizando la orientación del versor u (y de su plano asociado ), la ecuación (3.3‐1) se escribe 
en la forma  
esfuerzo 	 	cos  ,  	cos  ,  	cos  ,                   (3.3‐2) 
con cos 
,  el ángulo entre el versor u y  la dirección espacial OX. Advierta que hemos escrito 
esfuerzo   en  lugar  de     porque  esta magnitud  no  es  necesariamente  un  esfuerzo  de  corte. 
Siguiendo un procedimiento similar, las componentes OY y OZ de F  vienen dadas por 
esfuerzo 	  	cos  ,  	cos  ,  	cos  ,                   (3.3‐2) 
esfuerzo 	  	cos  ,  	cos  ,  	cos  ,                   (3.3‐3) 






























 	 stress , stress , stress ,

| |
                   (3.3‐6) 
En cuanto a la componente de corte basta restar la anterior del esfuerzo total 
 	 stress , stress , stress ,                      (3.3‐7) 
Por último, para encontrar la matriz de esfuerzos en P  referida a un sistema ortogonal cartesiano de 
planos con  uno de los planos, generalizamos el resultado anterior enunciando lo siguiente: Si 






XP1Y,  XP1Z  y  YP1Z;  las  componentes  del  tensor  en  el mismo  punto,  referidas  a  otros  tres  planos 
ortogonales, X’P1Y’, X’P1Z’ y Y’P1Z’, uno de los cuales es , 






 , ,     , ,
cos  , cos  , cos  ,
cos  , cos  , cos  ,












cos  , cos  , cos  ,
cos  , cos  , cos  ,
cos  , cos  , cos  ,
                (3.3‐8) 
con   , ,   ,   y   ,   los  cosenos  directores  del  vector  unitario  que  define  (es 
perpendicular a) el plano X’P1Y’,  , ,  ,  y  ,  aquellos que definen el plano X’P1Z’, y 





cos  , cos  , cos  ,
cos  , cos  , cos  ,












que llamaremos ( ,  ,  ), son 









0.27 1.98 0.64   
Por otro  lado,  las componentes normales y de corte del esfuerzo en el mismo plano se determinan 
mediante (3.3‐5) y (3.3‐6), respectivamente 
 	 0.27 1.98 0.64

| | √
0.27 1.98 0.64 3 2 1.86 
         































Axis OX:    yz = zy,     



























































S 2rR    
La fuerza sobre esta superficie debida a la presión exterior, dirigida por simetría hacia el centro de la 
esfera, viene dada por  












( F , )  causadas  por  la  tensión  normal  en  la  corona  circular  de  la  base  de  la  semiesfera,  de 
superficie dS  (dS  es la superficie proyectada por dS  sobre la base), Figura 3.5b. Esta fuerza 
vale  
















































F 	 S 	 	    
F 	 S 	 	    	   










Para demostrar que esta  resultante es perpendicular al plano   construiremos en primer  lugar un 
vector  perpendicular  a  este  plano  a  partir  de  los  vectores  v : a b   y  v c b ;  por 
ejemplo, el producto vectorial de ambos vBAvBC: 
v v 		 a b  c b 	 a b 0
0 b c




De este modo, los vectores R  y v v  son paralelos (aunque de sentido opuesto). 
Como la fuerza debida al esfuerzo total sobre  (F) debe equilibrar (en el límite a0, b0 y c0) 
las fuerzas sobre las otras caras, podemos escribir  
F 	 	R 	





S =  |v v 	| |bc ca ba |  
en las ecuaciones anteriores de |F| y  R , resulta 
 |bc ca ba |
























Sean Sx x x  y Sx x x  dos sistemas ortogonales con el mismo origen y diferente dirección espacial, 
y sean  	 , ,  y  	 , ,  sus respectivos vectores unitarios, Figura 10.   
 
Figura10. Sistemas cartesianos ortogonales y sus vectores unitarios 
Denominemos Q ,   al símbolo matricial que representa los cosenos directores de los ángulos que 
forman los ejes x  y x . Advierta que el ángulo formado por cualquier par de ejes x  y x 	se extiende al 
intervalo [0,] rad por lo que cos x , x  es un número positivo o negativo. También, note que el ángulo 
que definen cualquier par de ejes que se cruzan, uno en el sistema x  y otro en x , puede definirse 
mediante dos ángulos suplementarios,  y 2‐, que tienen el mismo coseno en valor absoluto.   
En general, cos x , x   cos x , x , ya que el par de ejes x  y x  no tienen nada que ver con el par x  
y x ; por ejemplo, el par x ‐x  es diferente del par x ‐x . Así, Q ,   es, en general, una matriz que 
no es simétrica ni antisimétrica.  
Escribimos 
Q ,  cos x , x 	
cos x , x cos x , x cos x , x
cos x , x cos x , x cos x , x
cos x , x cos x , x cos x , x
Q ,  Q ,  Q , 
Q ,  Q ,  Q , 
















Usando  las  componentes de Q ,  , es  inmediato expresar  las  componentes de  los unitarios del 
sistema Sx x x ,  , ,  en  términos de  los  vectores del  sistema   Sx x x ,  , , .  Estas 
relaciones vienen dadas por 
	 cos x , x cos x , x cos x , x Q ,  Q ,  Q ,    
	 cos x , x cos x , x cos x , x 	Q ,  Q ,  Q ,    
	 cos x , x cos x , x cos x , x 	Q ,  Q ,  Q ,    
o bien por 
Q ,  Q ,  Q , 
Q ,  Q ,  Q , 
Q ,  Q ,  Q , 
  
En notación indicial  	 Q ,  . De la misma forma, los unitarios  , ,  pueden expresarse 
en términos de los vectores   , , : 
	 cos x , x cos x , x cos x , x  Q ,  Q ,  Q ,   
	 cos x , x cos x , x cos x , x 	Q ,  Q ,  Q ,    
	 cos x , x cos x , x cos x , x 	Q ,  Q ,  Q ,    
Pero como 
cos x , x cos x , x        Q ,   Q ,   
cos x , x cos x , x        Q ,   Q ,   
cos x , x  cos x , x       Q ,   Q ,   
cos x , x  cos x , x       Q ,   Q ,   
cos x , x  cos x , x       Q ,   Q ,   
cos x , x  cos x , x       Q ,   Q ,   
cos x , x  cos x , x       Q ,   Q ,   
cos x , x  cos x , x       Q ,   Q ,   
cos x , x  cos x , x       Q ,   Q ,   
podemos escribir 
Q ,  Q ,  Q ,    
Q ,  Q ,  Q ,    
Q ,  Q ,  Q ,    
o,  Q ,  	 . En notación matricial 
Q ,  Q ,  Q , 
Q ,  Q ,  Q , 
Q ,  Q ,  Q , 
Q ,  Q ,  Q , 
Q ,  Q ,  Q , 





por  lo que  la matriz que se aplica a  los vectores unitarios de Sx x x ,  , , , para obtener  los 
unitarios de Sx x x ,  , , ,  es  la  traspuesta de  la que  se  aplica  a  los unitarios de Sx x x , 
, , , para obtener los unitarios de Sx x x ,  , , .	 
En notación matricial estos resultados se denotan como  	 Q ,   y  Q ,  	 . 
Las matrices Q ,   y Q ,   se relacionan pues en la forma 
Q ,    Q ,   
Sustituyendo ahora el valor de   en la expresión 
Q ,  Q ,  Q , 
Q ,  Q ,  Q , 
Q ,  Q ,  Q , 
 resulta  
Q ,  Q ,  Q , 
Q ,  Q ,  Q , 
Q ,  Q ,  Q , 
Q ,  Q ,  Q , 
Q ,  Q ,  Q , 
Q ,  Q ,  Q , 
  
Una ecuación que solo se satisfice bajo la condición: 
Q ,  Q ,  Q , 
Q ,  Q ,  Q , 
Q ,  Q ,  Q , 
Q ,  Q ,  Q , 
Q ,  Q ,  Q , 






Q ,    Q ,  Q ,  1 
Q ,  Q ,   Q ,  Q ,  Q ,  Q ,  0 
Q ,  Q ,   Q ,  Q ,  Q ,  Q ,  0 
Q ,  Q ,  Q ,  Q ,  Q ,  Q ,  0  
Q ,  Q ,  Q ,  1  
Q ,   Q ,  	Q ,  Q ,  	Q ,  Q ,  0 
Q ,   Q ,  	Q ,  Q ,  	Q ,  Q ,  0 
Q ,   Q ,  	Q ,  Q ,  	Q ,  Q ,  0 
Q ,  Q ,  Q ,  1  
Las matrices que satisfacen las condiciones anteriores reciben el nombre de ortogonales; una matriz 
Q  para la cual se cumple Q Q 	   se dice que es ortogonal. Todas las matrices que expresan 
las  transformaciones  de  coordenadas  entre  dos  sistemas  cartesianos  ortogonales  de  diferente 






det Q ,  det Q ,    
las dos posibles soluciones son 
det Q ,  1  
Otra condición para comprobar la ortogonalidad de una matriz conocida.  
3.2.2.  Cómo  transformar  las  componentes  de  un  vector  dado  de  un  sistema  de  coordenadas 
cartesianas a otro con orientación especial diferente 
Volvamos a la figura 13. Q ,   y Q ,  Q ,   son las matrices de transformación entre dos 
sistemas de coordenadas; recuerde que Q ,   y Q ,   son matrices ortogonales que satisfacen la 
relación  Q ,  Q ,  .  
Un vector cualquiera   puede expresarse en términos de cualquiera de los sistemas: 
v v 	v v                              (15) 
v v 	v v                              (16) 
Sustituyendo  Q ,  	   en (15)  
v 	 v Q ,                                          (17) 
Y usando (16) en la forma  v , resulta v  v Q ,  , o 
v  v Q ,                                    (18) 
De forma similar, sustituyendo  Q ,    en (16)  
v 	 v Q ,                                 (19) 
y usando (15) en l forma  v , resulta    
v  v Q ,                                  (20) 









La matriz Q ,   que permite expresar los vectores unitarios   del sistema cartesiano Sx x x   en 
términos  de  los  vectores  unitarios    del  sistema  original  Sx x x ,  así  como  determinar  las 




0 2 √5⁄ 1 √5⁄
0 1 √5⁄ 2 √5⁄
    
i)   verificar que Q ,   es una matriz ortogonal,  
ii)  determinar las dependencias entre los vectores   y  , y viceversa,  
iii) determinar las expresiones de los siguientes vectores en el sistema Sx x x : 
      	 , 3 	3 , 2 	 3  y  	  
Repetir los cálculos para la matriz de transformación  
Q , 
0 1 √2⁄ 1 √2⁄
1 0 0
0 1 √2⁄ 1 √2⁄
  
Respuesta:  
i) La matriz es ortogonal si Q ,  Q ,   . En efecto,  
Q ,  Q , 
1 0 0
0 2 √5⁄ 1 √5⁄
0 1 √5⁄ 2 √5⁄
1 0 0
0 2 √5⁄ 1 √5⁄
0 1 √5⁄ 2 √5⁄
  
1 0 0
0 2 √5⁄ 1 √5⁄
0 1 √5⁄ 2 √5⁄
1 0 0
0 2 √5⁄ 1 √5⁄





ii) Como Q ,  	 Q ,  Q ,  ,  las dependencias  entre    y  ,  y  viceversa,  vienen 
dadas por  
	 Q ,         
1 0 0
0 2 √5⁄ 1 √5⁄
0 1 √5⁄ 2 √5⁄
 
Q ,  	         
1 0 0
0 2 √5⁄ 1 √5⁄















0 2 √5⁄ 1 √5⁄




















0 2 √5⁄ 1 √5⁄


















del primer vector en Sx x x  son también tres veces las del segundo vector.    










0 2 √5⁄ 1 √5⁄




















0 2 √5⁄ 1 √5⁄









o bien  2 3 √5⁄ 1 √5⁄  
En cuanto a la matriz de transformación  Q , 
0 1 √2⁄ 1 √2⁄
1 0 0






Q ,  Q , 
1 0 0
0 2 √5⁄ 1 √5⁄
0 1 √5⁄ 2 √5⁄
1 1 0
1 √2⁄ 0 1 √2⁄





ii) Como Q ,  	 Q ,  Q ,  ,  las dependencias  entre    y  ,  y  viceversa,  vienen 
dadas por  
	 Q ,         
1 0 0
0 2 √5⁄ 1 √5⁄
0 1 √5⁄ 2 √5⁄
 
Q ,  	         
1 0 0
0 2 √5⁄ 1 √5⁄












0 2 √5⁄ 1 √5⁄





















0 2 √5⁄ 1 √5⁄






























0 2 √5⁄ 1 √5⁄























0 2 √5⁄ 1 √5⁄


















































































































de  estos momentos  podemos  seguir  un  razonamiento  lógico:  i)  si  zz>yy,  cualquiera  que  sea  la 
geometría de la placa, la parte (el trapecio) superior se mueve hacia la derecha mientras que la parte 































































  	cos   	sin  	                        (4.1‐1) 
mientras que en la dirección de   proporciona los valores de este esfuerzo:  
   	a sin   	a 	sin  	  
o bien 




i) encontrar el ángulo   para el cual   tiene el máximo valor; ¿cuál es el valor de   para  ?  
ii) ¿Existen otros planos en  la placa  (no necesariamente perpendiculares a YOZ) para  los  cuales el 
esfuerzo de corte es mayor que el determinado en el apartado anterior? 
Respuesta: 
Sobre  los  planos  perpendiculares  a  YOZ  la  tensión  de  corte  (Problema  4.1)  viene  dada  por  
 	sin  cos   	sin  cos  	 	   	 sin 2 .  El  valor  máximo  ocurre  cuando  
sin 2 1, de modo que   
 =45º or /4 rad   
 	   	   
Advierta que   se mantiene constante siempre que la diferencia entre la tensión normal y la de 
cote se mantenga, aunque sus valores individuales aumenten o disminuyan en una misma cifra. Para 
 =45º,  se  tiene   º  	  	 ;  de  esta  forma  el  valor   º    puede  crecer 
considerablemente (sin cambiar  ) cuando zz y yy aumenten o disminuyan (el mismo valor). Sin 





























Estudiar  los  esfuerzos  en  el  plano    de  una  placa  2‐D  bajo  esfuerzos  de  compresión  y  tracción 






















































	   	a cos   	a 	


	        o     	cos   	sin  	     (4.3‐1) 
   	a sin   	a 	sin  	          o     	 sin 2               (4.3‐2) 
La tensión de corte máxima, que se da para  =45º o /4 rad, vale 
 	   	   
En  contraste  con  el  escenario  del  Problema  4.1,     no  se mantiene  constante  para  la misma 
diferencia entra las tensiones normales zz y yy, pero su valor aumenta cuando crece cualquiera de 






respectivamente. Así,   es  la suma de  las tensiones de corte máximas en  los planos anteriores 
(XOY y XOZ). Para  =45º,  º   	  	 . En particular, para  	  	, 

























La  respuesta a  la última  cuestión, ¿cuál de  las muestras de  las Figuras 4.1a y 4.3a  romperá antes 
basándose exclusivamente en el valor de  la  tensión de  rotura?, es ahora  inmediata. Si  las muestra 
tienen  la misma  resistencia a  la  rotura, para valores  crecientes de  las  tensiones yy y zz  romperá 
primero  la de  la figura 4.3a. El criterio de rotura basado exclusivamente en el valor del esfuerzo de 



























































  	   
Así,  
si   lim  
  	       la muestra no romperá 
si   lim < 





El esfuerzo normal en el plano de  corte  (=45º) está dado por   	cos   	sin 
	 	  	  	 . 























 and   	 <0.2  (caso de resistencia 0.2 MPa), 
lim  

 and   	 <0.5   (caso de resistencia 0.5 MPa), y  
lim  

 and   	 <0.8   (caso de resistencia 0.8 MPa). 
ii) Para zz/yy = 2, la muestra no romperá nunca si  
lim  
  	   and   	 <0.2  (caso de resistencia 0.2 MPa), 
lim  
  	   and   	 <0.5  (caso de resistencia 0.5 MPa), y 
lim  
  	   and   	 <0.8  (caso de resistencia 0.8 MPa), 
Aplicación:  
i) Para 1 = 1MPa,  la placa nunca  romperá  siempre que   	 <0.2  (caso de  resistencia 0.2 MPa), 
 	 <0.5 (caso de resistencia 0.5 MPa), y   	 <0.8 (caso de resistencia 0.8 MPa). 
ii) Para 2 = 1, la placa romperá para tensiones   	  = 0.2 y  	= 0.2 MPa. Para 2 = 3, romperá 
para  tensiones   	  = 0.325 y  	= 0.975 MPa. Finalmente, para 2 = 5,  la placa  romperá para 


















 0.433   	 0.433  0.433 MPa.  
De nuevo, 
si   lim  
  	       la muestra no romperá 
si   lim < 
  	       la muestra romperá  
Aplicación:  
i) Para 2 = 1MPa, como lim = 0.4 MPa, la placa no romperá siempre que   	 <0.4 MPa  
La tensión normal que actúa sobre el plano de corte (=60º) está dada por 










  	cos   	sin  	 	 0.6 0.2  0.15 MPa 
 	 	 0.6 0.2 xx MPa 
Finalmente, para 2 = 5, la placa romperá para   	  = 
.
 = 0.1333 MPa. 
  	cos   	sin  	 	 0.1333 0.6666 0.266 MPa 



















  	cos   	sin  	  





de , y represente  las dependencias  () y    . Comente  los gráficos para valores 
significativos de los esfuerzos.  
ii) Elimine  de las anteriores dependencias para encontrar la solución     . 
Respuesta:  
Introduciendo las relaciones trigonométricas  
cos  	 	   y sen  	    
en las expresiones de   y , es inmediato deducir las dependencias armónicas buscadas:  
 	   	 	   	 cos 2 	                      (4.8‐1) 




















Figura 4.8b Soluciones  () y     en placa 2‐D bajo esfuerzos normales de 
compresión. (a):   =10,   = 2; (b):   =10,   = ‐2 
Advierta que mientras que  las  tensiones de corte  siempre  son siempre  simétricas  (de valor medio 
nulo),  las  tensiones normales pueden  ser positivas  y negativas,  aunque no necesariamente.  Tiene 
mucho interés el cociente entre las primeras y las segundas pues está asociado al criterio de corte de 
Mohr‐Culomb como veremos en problemas posteriores. . 
Finalmente, para encontrar la dependencia    , elevaremos las ecuaciones (4.8‐1) y (4.8‐2) 
al cuadrado y las sumaremos (recuerde que sin  cos  =1). El resultado es 
 	   	 	 	   	 	                    (4.8‐3) 
En el plano  (abscisa)  (ordenada), la ecuación anterior define una circunferencia de radio  r
	   	   y  centro  en  el  eje  de  abscisas  en  el  punto 



















Figura 4.8c. Dependencia     para   =10 y   = 6 (a),   =10 y   = 2 (b),   =10 y 
  = ‐10 (c),   =10 y   = ‐6 (d), y   =10,   = ‐2 (e) 







































.  Proyectando  las  fuerzas  sobre  los  ejes  perpendiculares  y  paralelos  a  la  hipotenusa  DE,  estas 
ecuaciones  son  (advierta que hemos asignado  sentido a  las  tensiones de  corte de acuerdo  con el 
criterio de signos en geotecnia; así, las tensiones de corte son positivas y yz=zy): 
   l cos   l tg  sen   l sen   l tg  cos  		  
  	 l sen   l tg  sen   l cos   l tg  cos  	  
o, reorganizando las ecuaciones  
  cos   	sen   sen 2    (4.10‐1) 
 	   sen 2  	cos 2                                                                                            (4.10‐2) 
ii) Los ángulos de estos planos se deducen igualando a cero la ecuación anterior, 

































































cos  	 	 
sen  	 
    
La ecuación (4.10‐1) da lugar a   
  cos   	sen   sen 2                     (4.10‐4) 
iv) Los planos   en los que el esfuerzo de corte es máximo se obtienen derivando respecto a , e 
igualando a cero, la ecuación (4.10‐3) 
 	   sen 2  	cos 2                                                             (4.10‐5) 
Haciendo uso de relaciones trigonométricas ya citadas, la solución es  
   4
/









cos  	 	    y sen  	     
en la ecuación (4.10‐1) conduce a la relación 
 
	   	 	   sen 2   
o, mediante manipulaciones, a 
























/ 	      4    
Esta expresión proporciona dos  valores de , uno para el  signo positivo de  la  raíz  y otro para el 
negativo. El mayor de ellos es el esfuerzo principal mayor, el otro el esfuerzo principal menor.  
¿Cómo saber la relación entre los ángulos o planos definidos por  

















	                        (4.12‐1) 
De esta solución se deducen dos planos ortogonales,  , en  los que actúa  la máxima tensión de 
corte: 









   4
/














  , 	, 	  and    , 	, 	   















      cos 2  sen 2                  (4.14‐1) 
De esta ecuación y la (4.10‐5), después de algunas manipulaciones matemáticas se obtiene 
    	      
Escribiendo  
d          posición del centro del círculo 
r         radio del círculo 
la expresión anterior adopta la forma más sencilla 
  d 	 r   
que define la ecuación de una circunferencia (llamada circulo de Mohr de esfuerzos) en el plano ‐, 





























del elemento de la Figura 4.14a,   y   sobre las caras horizontales y   y   sobre las verticales. 
Advierta que si partimos del punto definido por las tensiones en las caras horizontales,   y   (punto 
















corte  (planos  principales  de  esfuerzos),  se  obtienen  de  girar  los  puntos  P1  y  P2  un  ángulo  que 
llamaremos 2 en sentido de las agujas del reloj. Las tensiones principales mayor y menor viene dadas 
















ii)  girando el plano  vertical del elemento un ángulo =½(2) en el  sentido de  las agujas del  reloj 
obtenemos el plano principal en el que se da la tensión normal mínima (es lo mismo que girar P2 un 
ángulo 2 en sentido de la agujas del reloj hasta el punto B. 













                         (4.14‐2) 
obtenemos (4.14‐1). Por otro lado, de la misma figura, se obtiene 
 r sen 2 2   
expresión en la que sustituyendo (4.14‐2) se obtiene la dependencia ya conocida  





















de corte en  los planos horizontales mientras que el punto B  representa  los correspondientes a  los 
planos verticales. Responder a las siguientes cuestiones: 
i) interpretar los signos de las tensiones en los puntos A y B, 
















































































































normales en ambos planos,   y   son de compresión. La tensión de corte en C ( ) es negativa lo 
que implica giros potenciales en el sentido de las agujas del reloj mientras que la tensión de corte en 
D (  , en valor absoluto) es positiva y produce giros potenciales en el sentido contrario al giro de 
las  agujas del  reloj.  La  Figura 4.15c muestra estos planos en  relación  a  los planos originales  y  los 
sentidos de los esfuerzos de corte. 


























































































































































esfuerzo normal   es nulo mientras que   lo es de compresión.   es positiva mientras que   es 
negativa  (  ,  en  valor  absoluto);  de  acuerdo  con  el  criterio  de  signos,  estas  tensiones  se 
representan en la Figura 4.16d.   















contrario a  las agujas del  reloj.  , negativa  (  , en valor absoluto), se aplica en el plano que 






































al plano que resulta de girar el plano principal de la tensión   un ángulo    en sentido contrario a 
las agujas del reloj mientras que P está asociada al plano que resulta de girar el plano principal de 










































El círculo de Mohr,  independiente del ángulo , se  representa en  la Figura 4.17b. Este círculo, con 
arreglo a  los valores particulares de  ,   y   (= , en valor absoluto), se representa en  la Figura 
4.17b. El punto E sobre el círculo marca los esfuerzos en los planos DC y AB mientras que el punto B  lo 







































positiva, de valor  á r , se da en un plano (A’’B’’) resultado de girar AB un ángulo 
 
 , plano 
que en el  sistema de  referencia XOY  forma un ángulo     con el eje OX, Figura 4.17d. La 



































esfuerzos es  coherente  con  sus  signos  en  el  círculo de Mohr.  La  tensión normal  sobre  los planos 





caras del elemento ABCD que se obtienen mediante los giros     y    . En el sistema de 








































































































cualquier plano es  á , í  (se asume independiente de la tensión normal en el plano de rotura como 
criterio de  rotura) y  se  supone que  la  resistencia a  la  tensión está muy por encima de  los valores 



















































 	  	

. .  0.7   














La expresión de  á  en función de c  y de una de las tensiones   o   es 
 á





 á , í






























c  supone un aumento del esfuerzo  ,  y una disminución de 




Figura 4.19c Círculos de rotura para c 2, 3 y 5.  á , í = 0.95 MPa 
 
c   2  2.5  3  5 
 , (MPa)  1.266  1.357  1.425  1.5833 
 ,  (MPa)  ‐0.633  ‐0.5428  ‐0.475  ‐0.3166 
Centro del círculo  0.3166  0.407  0.475  0.6333 
Tabla 4.19 Tensiones de rotura y centro del círculo para c 2, 3 y 5.  á , í = 0.95 MPa 
ii) Para el plano de debilidad (), las tensiones normal y de corte en el punto de ruptura pueden leerse 
directamente del círculo de Mohr de la Figura 4.19b. Estos valores, para  , son: 
	   	 0.95	cos 2

 0.672 
	   	 0.95	sen 2

 0.672 
Como 	    es inferior a la tensión de ruptura en este plano débil (de valor 0.8), esta debilidad de la 























Una muestra  de  roca  de  cantera,  similar  a  la  del  problema  anterior,  se  somete  a  esfuerzos  de 
compresión en sus caras laterales, Figura 4.20a. En la prueba se mantiene fijo el esfuerzo   mientras 
que se disminuye   hasta el corte. La muestra contiene dos planos de debilidad, marcados como  	y 
 en  la  figura, que  soportan esfuerzos máximos de  valores   á ,  0.55  y   á ,  0.60 MPa, 
respectivamente, y  con  independencia de  las  tensiones normales en estos planos. Se parte de  los 
esfuerzos iniciales  , =  , = 1.5 MPa y la tensión máxima admisible en la pieza (salvo planos 




ii) ¿cómo  influyen  los planos de debilidad en el proceso?, ¿se produce  la rotura en alguno de estos 
planos de debilidad? Dibujar el círculo de Mohr en rotura e indicar el plano de rotura, 
iii) ¿cómo se modifica la prueba si partimos de las tensiones iniciales  , =  , = 2 MPa?, ¿y si 















































De  la misma  forma,  las  tensiones sobre el plano NB  ( ) se manifiestan en el punto Q del círculo, 
resultado de girar un ángulo 2  el punto (1.5,0) sobre el círculo en sentido contrario a las agujas del 
reloj.  ,  es negativa (lo que justifica su signo de la Figura 4.20a) y su valor es 
 , 0.7sen(50)=  0.536 MPa 
 
Figura 4.20b. Sucesivos círculos del Mohr de la prueba y tensiones de corte máximas 
Dado que las tensiones límite en estos planos de debilidad,  á ,  0.55 y  á ,  0.60 MPa, están 
por debajo de  las  correspondientes  a  las  anteriores,  los planos no  influyen  en  la  rotura.  La  pieza 
romperá por un plano de 45º  como  si estos planos de debilidad no existieran, de manera que  las 
hipotéticas tensiones de corte anteriores son las que producen la rotura de la pieza: 
 ,  , ∗= 1.5 MPa,      
 ,  ,
∗= 0.1 MPa 
 

































iii) ¿cómo se modifica la prueba si partimos de las tensiones iniciales  , =  , = 1 MPa?, 
Para  , =  , =2, procediendo como en el apartado anterior, obtenemos unas hipotéticas 
tensiones en la rotura de valores: 




 , 0.7sen(40)= 0.450 MPa y  , 0.7sen(50)=  0.536 MPa,  
por lo que, de nuevo, los planos de debilidad no influyen en la rotura que tendrá lugar por el plano 
definido por =45º y bajo los esfuerzos normales  
 , 2 MPa,  ,  0.1 MPa. 
De lo anterior puede deducirse que la rotura de la pieza tendrá lugar en un plano de 45º, respecto de 
los  planos  correspondientes  a  las  caras  horizontales  de  la muestra,  siempre que  las  tensiones  de 




Advierta  que  para  esfuerzos  iniciales   ,  , 1.4  MPa,  la  rotura  tiene  lugar  para 
 ,  0 (circulo tangente al eje ). 
 
Figura 4.20d. Círculo de Mohr de rotura,  , =  , = 2 MPa 
¿Qué ocurre para esfuerzos  iniciales por debajo de 1.4 MPA?  La expresión   á , í 	    















 , ∗= 1 MPa,     , ∗= ‐0.5 MPa 
 






¿Cómo  se modifican  las  soluciones del problema anterior  si  la máxima  tensión de  corte  (salvo  los 
planos de debilidad) se reduce a 0.8 MPa? Considere las mismas tensiones de rotura en los planos de 
debilidad y parta de  , =  , = 2 MPa. 
Respuesta:  
A partir de  á , í 	   , con  á , í = 0.4 y  =  , = 2 MPa, obtenemos las hipotéticas 
tensiones de rotura: 
 , ∗= 2 MPa,     , ∗= 0.4 MPa 
Sobre  el  círculo  de Mohr  para  estas  tensiones,  Figura  1.40a,  se  representan  los  puntos  P  y  Q 
correspondientes a los planos de debilidad cuyos esfuerzos son 
 , 0.8sen(40)= 0.514 MPa 
 , 0.8sen(50)=  0.613 MPa 
El resultado muestra que en el plano de debilidad    la tensión queda por debajo de  la admisible  
( á ,  0.55) por lo que este plano no afecta al corte. Por el contrario, el esfuerzo sobre el plano 























































tensión  ( ,  , ,  manteniendo  el  esfuerzo  aplicado  en  sus  caras  verticales  (1)  y 
aumentando la aplicada a sus caras horizontales (2) hasta la rotura. La disposición es la de la Figura 
1.41a. El esfuerzo máximo admisible en cualquier plano (independiente de las tensiones normales) es 
 á , í  0.72 KPa.  
i)  Discutir  y  representar,  sin  hacer  cálculos,  la  evolución  de  los  círculos  de Mohr  a  lo  largo  del 
experimento, ¿depende la tensión de rotura ( , ) de la tensión inicial y constante  , ?, ¿qué 
orientación tiene el plano de rotura respecto del plano horizontal de la muestra?   
ii) Determinar  los valores de  las  tensiones normales y de corte en planos  orientados 20º y  ‐20º 
respecto a las caras verticales de la muestra, Figura 4.22a. Aplicación:  á , í = 0.7,  , =  , = 
0.4 MPa.  






















































Radio del círculo:   r  á , í = 0.72 
 , = 0.4 MPa,   , = , 2 á , í  1.84 MPa 
Plano  º:     º  ,  ,  á , í sen 20 1.366 MPa 
       º  á , í cos 20 0.677 MPa     
Plano  º:     º  ,  ,  á , í sen 20 o.873 MPa 






   , `  á , í 1.120 MPa  
























































girar  el  punto  P’  del  círculo  de  ruptura  (punto  que  representa  el  esfuerzo  de  corte  en  las  caras 
verticales) un ángulo 2 en sentido de las agujas del reloj. En el nuevo punto R, con =30º, se tiene 
 º 0.72sen 60 0.624 MPAa   






Se pretende practicar una prueba de  rotura  a una muestra  rectangular 2‐D homogénea, de  suelo 
granular, consistente en aplicar esfuerzos de corte crecientes en sus caras horizontales y verticales 
partiendo de esfuerzo de corte nulo. Los esfuerzos se aplican con los sentidos indicados en la Figura 
4.24a.  La muestra está  sometida a un esfuerzo de  compresión en  sus  caras horizontales y uno de 





























tiene un  radio  r  0.125,  Figura 4.24b.  Sus puntos A  y A’  representan  los esfuerzos en  las  caras 








r  á , 0.125     



















ii) El  círculo de Mohr de  rotura es el mayor de  los  círculos de  la  Figura 4.24b. De acuerdo  con el 
enunciado, está definido por una tensión de corte en C de valor  , 0.15 KPa y proporciona el 
valor de la tensión de corte máxima que soporta la pieza (punto P),  á , í , 





	0.833,      	79.60º   
y la tensión normal en el plano de rotura (punto P) 





























































































1.2, está definido por su centro C en el ‐eje, de  . . 1.3. 
 
Figura 4.25b. Círculos de Mohr durante la prueba y círculo de rotura 






iv) Los puntos del círculo en  los que  la tensión de corte es rotura/2 son M y N de  la Figura 4.25c. El 


























































































































































































































































































































































































































































































































































































































los valores límite de los anteriores esfuerzos viene dada por  í ,  í , ó  í , ó , 
o bien 
 í ,
 í , ó  í , ó













































1 sen  1 cos   2 cos     





















































en un triaxial mediante una prueba que, partiendo de las tensiones  ,  ,  80 kPa, se lleva al 






i) La ecuación de la recta de Coulomb,  c  tg  , es (Figura 4.31a) 




































 ,  94	kPa  
El valor de N es:  
N  tg
























































































La  secuencia para dibujar el  círculo del primer escenario es  inmediata  ya que  se  conocen  las  tres 
tensiones principales cuyas diferencias (dos  dos) determinan el diámetro de los círculos. En cuanto al 
segundo  escenario,  se  representan  en primer  lugar  los puntos A  ( , )  y B( , )  y  se  traza  la 
circunferencia cuyo centro (punto O12) está en 
 
 y cuyo radio es r   ; los puntos C y 
D de este círculo definen  las tensiones principales   y  . El tercer esfuerzo principal es conocido,  






























































































El giro de 45º en  sentido  contrario  (negativo) determina el punto N  sobre el  círculo  ‐ , punto 
































































Punto D:     0.8 Mpa,       0.4 Mpa 















































































































Círculo menor:     Centro en (0.625,0),   radio=0.125 
Círculo intermedio:   Centro en (1.825,0),   radio=1.075 















































Plano o,1:        , 1.2 cos 10 1.18 MPa  						 , 1.7 1.2 sen 10  1.49 MPa 







	  0.28, 	  0.18 y	 	 0.15 Mpa. Al mismo tiempo las caras verticales están sometidas a 
esfuerzos  de  corte  cuyo  sentido  se muestra  en  la  figura.  La  resistencia  al  corte  de  la muestra  es 
 	0.1 MPa. 
i) Discutir el enunciado e indicar el camino para la construcción del círculo de Mohr de rotura, 

























, 0 0.23,0     radio= 	0.1 
De aquí, se deducen las tensiones principales 









, 0 0.14,0     radio=
. .
0.01 
El punto de rotura es R con  tensiones  	0.1 y  	0.23 MPa, mientras que  los puntos 
correspondientes a los planos no confinados por las placas (escenario de la Figura 4.34a) son A’ y A. 
Advierta que el cortante  , con arreglo al criterio de signos, es negativo por lo que este plano está 











































































(s̅   ). Los esfuerzos  s̅  y   sobre   forman un ángulo  representado también sobre el 
círculo de Mohr, Figura 18.  
Se llama plano conjugado de   al plano   que contiene el vector esfuerzo total s̅  (recuérdese que 
estamos  en  2‐D).  El  plano  conjugado  forma  un  ángulo 
  con	 ,  con  independencia  de  la 
orientación inicial asignada al plano  , Figura 20.  
Para determinar el punto de círculo (A ) representativo de las tensiones en el plano conjugado  , 
basta  desplazar  el  punto  A  sobre  el  círculo  en  sentido  contrario  a  las  agujas  del  reloj  un  ángulo 
2















































































































































































  (o punto conjugado de A),  . Como hemos visto en  la teoría, basta girar A sobre el círculo un 
ángulo 2










abarcan la circunferencia completa (son suplementarios), y como además M P , , resulta 







ii) De la Figura 4.36a, con ro el radio del círculo y s̅ OA y s̅ OA , (haciendo uso de expresiones 
que relacionan lados y ángulos en los triángulos OCA y OCAc), tenemos 





























s̅ r OC 2OCs̅ cos	    





























































i)  La  Figura  4.38  representa  el  elemento  de  suelo  donde  se  aplican  los  esfuerzos  de  compresión 





























C=    , 0 0.14,0  
r √0.2 0.15 	0.25         



























































Dirección P D′ :     0.25	cos 60  0.230 MPa, 
    0.25	sen 60  0.113 MPa 
Dirección P B  :      0.25	cos 180 60 2 0.173 MPa, 











Punto R:        OC 	0.25	sen 20 	MPa, 












Si conocemos  las deformaciones  (de  tracción o  compresión y corte) en un elemento causadas por 
determinados esfuerzos sobre el mismo, es posible conocer las existentes en cualquier otro plano del 
elemento, de orientación  conocida  respecto del primero, mediante el  llamado círculo de Mohr de 
















referencia  al  elemento  sin  deformar  (eludiendo  los movimientos  de  sólido  rígido  del  cuerpo).  En 
realidad, con los esfuerzos representados (asumiendo únicamente que xz=‐xz) el único punto que no 


















En una deformación puramente de  corte  ya estudiada  al principio del  texto,  la disposición de  las 
tensiones en el elemento además de originar un giro en  sus  caras  verticales  (AD  y BC) determina 
alargamientos  longitudinales  en  sus  lados  AD  y  BC  (recuérdese  el momento  no  está  totalmente 
equilibrado pues el centro de masas del elemento se desplaza), Figura 23 izquierda. A La derecha de 















































































En el diagrama de Mohr de deformaciones, el estado de deformación  correspondiente a  las  caras 






































































en  la  dirección  perpendicular  al  plano  XOZ),  el  círculo  de Mohr  permite  deducir  la  deformación 
volumétrica, V. Como  		  , de la Figura 24 se deduce 






En  las  Figuras  25  y  26  se  representan  círculos  de  esfuerzos  y  deformaciones,  respectivamente, 
representativos de sendas muestras  incluidas en  las mismas. El círculo de esfuerzos está asociado a 
una muestra  sometida a esfuerzos principales en  las direcciones horizontal  (esfuerzo menor, 3) y 
vertical (esfuerzo mayor, 1), mientras que el de deformaciones está asociado a una muestra cuyas 




Asumiremos  deformaciones  pequeñas  (de  ahí  el  uso  del  símbolo    en  todas  las  deformaciones 
unitarias) con objeto de aproximar la deformación de volumen en la forma  		  . En relación 
con la Figura25, de la expresión 














con el plano principal horizontal. Como estos ángulos son  inscritos valen  la mitad de  los arcos que 
abarcan, así 















































































En  las  direcciones  perpendiculares  a  los  planos  anteriores,  como  hemos  dicho,  el  valor  de  la 
deformación unitaria directa es nulo, directa =0; estas direcciones vienen dadas por los ángulos d y 
d de valor (v. Problema 4.41) 










































































ii) Para obtener  las deformaciones unitarias en un plano de orientación 30º, plano 30 de  la  figura 
anterior, basta proyectar desde el polo la línea PR (o recorrer la circunferencia desde M un arco de 60º 
















































































































































mientras que  las de  los planos verticales n el punto  L’.  Las deformaciones unitarias  longitudinales 








Centro del círculo      C = 
 
, 0  





Deformación unitaria principal mayor      r     	

 
Deformación unitaria principal menor      r     	

 














   o     	en sentido contrario a las agujas del reloj (recorrido LQ en el 
círculo) o a favor (recorrido LQ), respectivamente. Los lados asociados a estos nuevos planos, sobre los 
que actúan los esfuerzos en P y Q, se deforman (girando) en contra o a favor de la agujas del reloj el 






















      





































en  el  punto  (0.05%,0),  el  radio  es  ro=0.15√5  y  el  polo  (PP)  está  localizado  en  (‐0.2%,0.3%).  La 
deformación unitaria de corte máxima es 






















 	 r 0.05 0.15√5 0.05 % 





 		  	 0.1% 
iv) El ángulo de dilatancia es 
 arcsen  arcsen .
. √
  
v) Los desplazamientos unitarios directos actúan sobre  los planos PPM y PPM’  (marcados con  línea 
discontinua en el círculo), planos que no se desplazan frente a sus contiguos paralelos; las direcciones 
de estas deformaciones son, respectivamente, PPM’ y PPM (perpendiculares a los anteriores planos). 
vi) Se deja como tarea para el alumno. 
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